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Resumen
La transición de régimen supercrítico a régimen subcrítico cuando el número de Froude Fo aguas arriba está próximo a la unidad 
da lugar a un tren de ondas estacionario llamado resalto hidráulico ondulatorio. La caracterización del resalto ondulatorio es muy 
compleja, debido a que el tren de ondas invalida la hipótesis de presión hidrostática usada en modelos de flujo gradualmente 
variado, y a otros fenómenos como las ondas de choque del flujo supercrítico. El objetivo de este trabajo es presentar un modelo 
para el resalto hidráulico ondulatorio obtenido de las ecuaciones de Reynolds para flujo turbulento, asumiendo que el número de 
Reynolds R es elevado. Se presentan soluciones analíticas sencillas para mostrar las características físicas de la teoría, así como 
un modelo numérico para la integración de las ecuaciones completas. El límite de aplicación de la teoría se discute en relación a 
la rotura de onda y formación de vórtices. La validez del modelo matemático es revisada de forma crítica usando datos en modelo 
físico, para resaltar aspectos en los que es necesaria más investigación..
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ABsTRACT
The transition from subcritical to supercritical flow when the inflow Froude number Fo is close to unity appears in the form of steady 
state waves called undular hydraulic jump. The characterization of the undular hydraulic jump is complex due to the existence of a 
non-hydrostatic pressure distribution that invalidates the gradually-varied flow theory, and supercritical shock waves. The objective of 
this work is to present a mathematical model for the undular hydraulic jump obtained from an approximate integration of the Reynolds 
equations for turbulent flow assuming that the Reynolds number R is high. Simple analytical solutions are presented to reveal the 
physics of the theory, and a numerical model is used to integrate the complete equations. The limit of application of the theory is 
discussed using a wave breaking condition for the inception of a surface roller. The validity of the mathematical predictions is critically 
assessed using physical data, thereby revealing aspects on which more research is needed..
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InTRODuCCIÓn
La transición de régimen supercrítico a régimen subcrítico cuando el número de Froude Fo=Uo/(gho) de la corriente aguas 
arriba esta cercano a la unidad ocurre en forma de tren de ondas estacionario, y recibe el nombre de resalto hidráulico ondulatorio 
(Figura 1a), donde Uo es la velocidad media y ho el calado (Figura 1a). Este tren de ondas puede tener una extensión considerable, 
y reemplaza al vórtice del resalto hidráulico clásico (Figura 1b). 
(a) (b)
Figura 1 | (a) Resalto hidráulico ondulatorio (Fo=1.6, VAW, ETH Zurich) (flujo de izquierda a derecha), (b) Resalto hidráulico con remolino 
(Fo=3.2, VAW, ETH Zurich)(flujo de derecha a izquierda).
El fenómeno del resalto hidráulico ondulatorio es complejo y ha recibido considerables esfuerzos para caracterizarlo 
mediante modelos físicos (Ryabenko, 1990; Chanson, 1993, 1995, 1996, 2000, 2009; Chanson y Montes, 1995; Reinauer y Hager, 
1995; Ohtsu et al., 2001, 2003; Gotoh, et al., 2005). La estructura del resalto ondulatorio es bidimensional para valores Fo<1.2 
(Reinauer y Hager, 1995). A partir de este valor se empiezan a generar unas ondas de choque laterales, consecuencia de la separación 
de la capa límite de los cajeros. Dicha capa límite está sometida a un gradiente de presión adverso dado por los calados crecientes 
en la dirección del movimiento. Una vez se separa la capa límite se produce una recirculación del fluido en la zona de separación, 
la cual actúa guiando la corriente exterior como si de un muro de cajero virtual se tratase. La consecuencia es que el ancho efectivo 
del flujo se reduce, y como es bien conocido, en un flujo supercrítico de anchura variable se generan ondas de choque. (Figura 2).
El fenómeno se vuelve tridimensional, compuesto de una primera cresta con marcada forma triangular (Figura 3a), a la cual 
prosigue un tren de ondas con valles y crestas 3D (Figura 3b). 
Figura 2 | Ondas de choque y capa límite de los cajeros (adaptado de 
Montes, 1986). 
Figura 3 | (a) Primera onda, Fo=1.6 (flujo de izquierda a derecha), (b) 
vista general del tren de ondas, Fo=1.6 (VAW, ETH Zurich) (flujo desde 
abajo hacia arriba).
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Esta situación se mantiene si Fo<1.7, aproximadamente. A partir de dicho valor se produce una rotura de la primera 
ondulación del resalto y aparece un pequeño vórtice superficial encima de la primera onda: es el precursor del remolino de un 
resalto hidráulico clásico. El vórtice de superficie aumentará de tamaño progresivamente a medida que aumenta Fo, hasta que 
las ondulaciones desaparecen y se forma un resalto hidráulico con un remolino que provoca una alta turbulencia, recirculación 
y entrada de aire (Figura 1b) a partir de Fo>2.5. No obstante, Ryabenko (1990) encontró mediante medidas en modelo físico 
que el resalto ondulatorio es muy sensible a las condiciones del flujo de aproximación, en concreto, a la existencia de una 
distribución no hidrostática de la presión en el mismo. Reinauer y Hager (1995) determinaron la misma sensibilidad del resalto a 
las condiciones de aproximación si el calado de aproximación es pequeño y provoca efectos de escala, mientras que Ohtsu et al. 
(2001) encontraron que el desarrollo de la capa límite en la sección de aproximación es igualmente importante. La caracterización 
matemática del resalto ondulatorio es por tanto compleja, debido a la existencia de un tren de ondas que invalida la hipótesis de 
presión hidrostática usada en modelos de flujo gradualmente variado, además de a otros fenómenos como la existencia de ondas 
de choque y la gran dependencia de las condiciones de flujo de aproximación. La Figura 4 muestra de forma cualitativa algunos 
de los perfiles experimentales observados por Ryabenko (1990), donde se aprecian las diferencias entre el calado y la presión en 
el fondo. Además, se observa de forma progresiva la rotura de ondas conforme aumenta Fo (desde arriba hacia abajo)
 
Figura 4 | Perfiles de superficie libre y de presión en el fondo para diversos resaltos ondulatorios (adaptado de Ryabenko, 1990) (El número de 
Froude aumenta conforme el calado disminuye, a caudal constante).
Una característica básica del resalto hidráulico ondulatorio es que se trata de un problema de flujo turbulento (Grillhofer 
y Schneider, 2003), a pesar de que diversos intentos de caracterizarlo han considerado soluciones de movimiento potencial 
plano (Iwasa, 1955; Marchi, 1963; Mandrup-Andersen, 1978; Ryabenko, 1990). Fawer (1937) fue el primero en medir 
experimentalmente las distribuciones de velocidad y presión en un resalto ondulatorio (Figura 5). En la Figura 5 se observa que 
la presión es superior a la hidrostática bajo los valles, e inferior bajo las crestas, con Δpz la desviación de la presión respecto a 
la hidrostática. Estas presiones dinámicas están originadas por la fuerza centrípeta consecuencia de la curvatura de las líneas de 
corriente, la cual actúa en la misma dirección y sentido opuesto a la gravedad en las crestas (depresiones dinámicas, Δpz<0 en 
la Figura 5), y en la misma dirección y sentido a la gravedad en los valles (sobrepresiones dinámicas, Δpz>0 en la Figura 5). El 
perfil de velocidad es marcadamente no-uniforme, y no sigue el patrón de flujo que resultaría de resolver una red de corriente de 
flujo no viscoso e irrotacional (Chanson, 1993, 1995, 2000).
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Figura 5 | Distribuciones de velocidad y presión en un resalto hidráulico ondulatorio (Fawer, 1937).
Una adecuada caracterización del resalto ondulatorio es precisa para determinar correctamente los flujos transcríticos sobre 
lecho móvil, dado que la formación de ondas no-hidrostáticas en superficie condiciona los procesos morfodinámicos asociados a 
las formas de lecho (Chanson, 2000; Castro-Orgaz y Hager, 2011b) (Figura 6). Por tanto, el estudio del patrón básico de flujo en 
un resalto ondulatorio es relevante para comprender el desarrollo de formas de lecho y el consecuente incremento de rozamiento 
provocado por las mismas.
 
Figura 6 | Formas del lecho en canal con fondo móvil sometido a resalto hidráulico ondulatorio (VAW, ETH Zurich).
Joseph Boussinesq desarrollo un procedimiento simplificado para incluir los efectos no-hidrostáticos en el balance de cantidad 
de movimiento del flujo en lámina libre (Boussinesq, 1877; Castro-Orgaz y Hager, 2011a). El procedimiento fue posteriormente 
generalizado por François Serre (Serre, 1953; Castro-Orgaz y Hager, 2011c). Este tipo de modelo se conoce como “ecuaciones tipo 
Boussinesq”, y ha sido aplicado al caso del resalto hidráulico ondulatorio por diversos autores (Iwasa, 1955; Marchi, 1963; Hager 
y Hutter, 1984; Montes, 1986; Montes y Chanson, 1998; Castro-Orgaz, 2010; Castro-Orgaz y Chanson, 2011; Bose et al., 2012).
El objetivo de este trabajo es presentar un modelo para el resalto hidráulico ondulatorio obtenido de las ecuaciones de 
Reynolds para flujo turbulento, contrariamente a modelos previos basados en soluciones de movimiento potencial plano. 
Primeramente se desarrollan las ecuaciones de gobierno, para ser posteriormente simplificadas asumiendo que el número de 
Reynolds Ro=(Uoho)/ν del flujo supercrítico de aproximación es elevado, con ν=viscosidad cinemática. Seguidamente, se presentan 
soluciones analíticas particulares para mostrar las características físicas de las soluciones, formulándose a continuación un modelo 
numérico para la integración de las ecuaciones completas. El límite de aplicación de la teoría se establece mediante un criterio de 
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rotura de onda. Los resultados del modelo numérico son entonces comparados con observaciones experimentales realizadas en 
modelo físico. La validez del modelo matemático es revisada de forma crítica para resaltar aspectos en los que es necesaria más 
investigación en modelo físico y matemático.
eCuACIOnes De GOBIeRnO








h h  (1),
donde U=q/h=velocidad media, q=caudal por unidad de ancho, h=calado, η=y/h, x=distancia longitudinal medida a lo largo 
del fondo del canal, y=coordenada perpendicular a x; barras indican variables promediadas temporalmente en la descomposición de 
Reynolds (Figura 7). La función ψ puede aproximarse mediante una función potencial (Montes 1986, Bose y Dey 2007) o mediante 
la ley logarítmica de la pared (White 1991). Si se usa una ley potencial ψ=(1+N)ηN, donde N=exponente del perfil de velocidad, el 
cual depende de R.
Figura 7 | Resalto hidráulico ondulatorio: definición de variables.




2 =+  (2),
donde v es la componente del vector velocidad en la dirección y. Integrando la ecuación (2) parcialmente respecto a la variable y, 
mediante el uso de la ecuación (1) para caracterizar u(x,y)=ψ(η)U(x), resulta
 d ( ) ( )xv x




2 h=- + = +l#  (3)
donde h’=dh/dx y F(x)= función arbitraria de integración, la cual se deduce que es nula usando la condición cinemática en la 
solera del canal, v =0. Las ecuaciones (1) y (3) definen el campo de velocidades para flujo turbulento. Si se asumen condiciones de 
turbulencia gradualmente variada (Bose y Dey 2007) los gradientes espaciales de las tensiones de Reynolds son pequeños, con lo 
que se puede escribir
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donde las primas indican componente fluctuante en la descomposición de Reynolds. La ecuación de Reynolds in la dirección y es 
 cosu x
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l l l  (5),
donde la subcapa laminar ha sido despreciada, con p=presión media y α=ángulo de inclinación de la solera con la horizontal. La 


















2a t+ = - - -
l l l  (6)
La aceleración convectiva en la ecuación (5) (balance de cantidad de movimiento en dirección y) se puede expresar usando 
la ecuación (2) como








2 =+ a k  (7)
Usando las ecuaciones (1), (3), (4) y (7), la ecuación (5) da, tras su integración, la distribución de la presión en la dirección y
 cos
p h y vg




c a h} h= - + - -
h
m l
l^ ^h h #  (8)
donde h″=d2h/dx2. Para obtener una ecuación que permita calcular el perfil de la lámina de agua h=h(x) es preciso integrar 
verticalmente el balance de cantidad de movimiento en la dirección x, dado por la ecuación (6). Para ello el gradiente p x2 2  se 
calcula usando la ecuación (8), teniendo en cuenta que el término v x22 2l  es despreciable usando las ecuaciones (4). La aceleración 















2+ = +  (9),
lo cual facilita la integración. Usando la identidad (9) en la ecuación (6), y teniendo en cuenta las ecuaciones (1), (3), (4) y (8), se 
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales tras integrar la ecuación (6) desde y=0 hasta y=h
 sinSx h Sd
d
fa= -^ h  (10)
donde Sf = pendiente de fricción y S=fuerza específica o impulso, dado por (Montes, 1998; Chaudhry, 2008)
 cosS g
u p y gh
q h
gh





c b a= + = + + -m lc ^m h#  (11)




b } h= #  (12)
y m=coeficiente de distribución de la presión
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El sistemas de ecuaciones diferenciales dado por las ecuaciones (10) y (11) representa una solución de las ecuaciones de 
Reynolds basada en la semejanza del perfil turbulento de velocidad y en turbulencia gradualmente variada. Por tanto, dicha solución 
será adecuada para perfiles de flujo continuos, como en transiciones, flujos ondulatorios y depresiones hidráulicas, pero no en casos 
donde se produce una rotura de onda con formación de vórtices y flujo en recirculación, dado que en esos casos la turbulencia no 
puede suponerse que sucede de forma gradualmente variada, aún cuando la hipótesis de semejanza en el perfil de velocidades si 
podría ser válida mediante el uso de una normalización adecuada recurriendo al análisis dimensional (Montes, 1998). Para resolver 
las ecuaciones (10) y (11) es necesario introducir un perfil de velocidades normalizado ψ. Para números de Reynolds elevados 
(R→∞) resulta que N→0 (White, 1991), lo que da ψ=1. Usando este resultado en las ecuaciones (12) y (13) se obtiene β=1 y m=1/3. 
Las ecuaciones (10) y (11) pueden entonces reescribirse en la siguiente forma con significado energético
 Hx S S
d
d fo= -  (14)
donde So=pendiente del canal y H=energía específica, dada por






= + + -m lc m  (15)
En condiciones de flujo gradualmente variado los términos de orden superior en la ecuación (15) pueden ser despreciados, 
resultando la clásica ecuación de energía específica debida a Bakhmeteff H=h+U2/(2g) (Montes, 1998). Las ecuaciones (14) y (15) 
pueden obtenerse usando el principio de la energía mediante la primera ley de la termodinámica, aunque el desarrollo matemático 
es más complejo.
sOLuCIOnes AnALÍTICAs
Para estudiar el tipo de soluciones que pueden obtenerse del sistema dado por las ecuaciones (14) y (15) es interesante 
considerar casos simplificados en los que pueden encontrarse soluciones analíticas. En el caso de flujo en un canal horizontal en el 






+ + - =m lc m  (16)
La ecuación (16) puede se integrada de forma sencilla dado que d(hx/h)/dx=(h’’/h)−(h’
2/h2). Usando esta relación sencilla la 
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=- - + +a k  (17),
donde C es una constante de integración y S=ho
2/2+q2/(gho) la fuerza específica o impulso de la corriente uniforme, esto es, 
una versión simplificada de la ecuación (11). Considérese una corriente supercrítica de calado ho en los límites del dominio de 
integración, en el interior del cual existe una perturbación en forma de flujo no uniforme. La ecuación (17) permite analizar qué tipo 
de perfiles de lámina de agua pueden existir en estas circunstancias. Considérese que para x→±∞ tenemos hx(h→ho)→0, con lo que 


















h; E  (18)
donde Y=h(x)/ho y Fo=q/(gho
3)1/2=número de Froude de la corriente supercrítica no perturbada. La ecuación (18) representa el perfil 
de una onda solitaria y es el único perfil de flujo no uniforme posible a partir de una corriente supercrítica (Benjamin y Lighthill, 
1954; Hager y Hutter, 1984). El calado máximo hm de la onda solitaria resulta ser por tanto, hm=hoFo
2. Las ecuaciones de flujo 
gradualmente variado, p.ej. el diagrama de energía específica dado por H=h+U2/(2g), no permiten explicar la existencia de ondas 
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solitarias. Si la corriente no perturbada es subcrítica, Fo<1, no existe cambio de régimen y se puede demostrar que la integración 
de la ecuación (17) se expresa en función de integrales elípticas Jacobianas. Dicha solución es conocida como “onda cnoidal”, y es 
un tren de ondas de amplitud y longitud constantes, en el que las crestas corresponden a un régimen subcrítico, y los valles pueden 
corresponder a cualquier régimen. La ecuación (17) puede por tanto representar ondas de translación no-lineales.
LÍmITe De VALIDeZ De LA TeORÍA
Es preciso establecer un límite de validez a la teoría de segundo orden anteriormente presentada, debido que la solución propuesta, 
dada por un perfil de velocidad uniforme y tensiones de Reynolds gradualmente variadas, es válida solo si las ondas generadas 
por el modelo no rompen y generan vórtices. Por ello, el criterio de validez de los desarrollos se basa en determinar bajo qué 
condiciones se inicia la generación de un vórtice en la superficie libre del flujo. Para un flujo sin fricción y en canal horizontal, se 
puede demostrar que la ecuación (15) es la relación de Bernoulli para la línea de corriente superficial, con lo que el segundo término 
de la misma es el sumando cinético en la superficie libre. Si este se anula H=h, lo que significa que la generación de un flujo de 
retroceso (velocidad negativa) es incipiente, con la aparición del correspondiente vórtice y la recirculación del fluido. Por tanto, el 
criterio de rotura está dado por la identidad
 hh h1 3
2 0
2
+ - =m l  (19)
Con propósitos ilustrativos, considérese de nuevo el caso de la onda solitaria. La ecuación (15) aplicada entre la corriente 
no perturbada y la cresta de la onda solitaria, en condiciones de rotura incipiente, da ho+q
2/(2gho
2)=hm. Como hm=hoFo
2 se obtiene 
una ecuación para condiciones de rotura, resultando la solución Fo=(2)
1/2=1.41. Este valor está en concordancia, como media, 
con los valores experimentales de Reinauer y Hager (1995), quienes determinaron que la rotura de la primera onda del resalto 
hidráulico sucede en el intervalo 1.36<Fo<1.6 siempre que el flujo de aproximación no esté sometido a efectos de escala debidos a 
la viscosidad y la energía superficial. 
sOLuCIOnes numÉRICAs
La solución general de las ecuaciones (14) y (15) requiere el uso de métodos numéricos. Este sistema es equivalente a 
una ecuación diferencial ordinaria de 3er orden, con lo que se precisan tres condiciones de borde en la sección donde comienza 
la integración numérica. En este estudio se ha tomado como sección de inicio de los cálculos la corriente supercrítica uniforme 
aguas arriba del resalto ondulatorio, con lo que las condiciones de borde son ho=h(x=0), h′o=h′(x=0)=0 y h″o=h″(x=0)=0. Nótese 
que Ho=ho+q
2/(2gho
2). El sistema de ecuaciones diferenciales ha sido resuelto mediante el método de Runge-Kutta de 4º orden 







donde f=factor de fricción y Rh=radio hidráulico, el cual se ha aproximado al calado. Para estimar f evitando soluciones iterativas 
del diagrama de Moody se ha usado la aproximación al mismo de Haaland para régimen hidráulicamente liso (White, 1991)
 R.







c m; E  (21)
donde Ro=q/ν= número de Reynolds del flujo supercrítico de aproximación y ν=viscosidad cinemática. 
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ResuLTADOs
Los resultados numéricos obtenidos para un resalto ondulatorio de Fo=1.11 y Ro=93,000 en un canal de pendiente So=1/282 se 
muestran en la Figura 8a, normalizados usando el calado crítico hc=(q
2/g)1/3. Dicha simulación se compara en la misma figura con los 
datos experimentales de Gotoh et al. (2005). Se observa que los resultados del modelo están en buena concordancia con las medidas 
en modelo físico para este caso, en que el flujo es perfectamente 2D, sin presencia de ondas de choque. Las simulaciones para un 
resalto de Fo=1.39 y Ro=93,000 en un canal con pendiente So=1/170 se muestran en la Figura 8b. La comparación de la simulación 
con los datos experimentales medidos a los largo del eje del canal es razonable para la primera onda, pero va degenerando en ondas 
sucesivas del tren. Ello es debido a la presencia del ondas de choque para Fo=1.39, por lo que una simulación unidimensional no 
puede representar de forma rigurosa el patrón espacial del flujo. No obstante, el modelo usado da una estimación razonable de las 
características globales del movimiento en la dirección x, esto es, la amplitud y longitud de onda del resalto ondulatorio. 
 
Figura 8 | Simulaciones del perfil de la lámina de agua para resalto ondulatorio de (a) Fo=1.11 y Ro=93,000 (b) Fo=1.39 y Ro=93,000. Comparación 
con medidas experimentales de Gotoh et al. (2005).
Los dos resaltos ondulatorios presentados en la Figura 8 corresponden a una capa límite totalmente desarrollada. Para 
mostrar el efecto de unas condiciones de aproximación diferentes, un resalto de Fo=1.366, Ro=90,000 y So=0.0014 medido por 
Hager y Hutter (1984) se presenta en la Figura 9a. En este caso el resalto ondulatorio tiene una sección de aproximación donde la 
capa límite estaba desarrollada solo un 36% del calado. La simulaciones numéricas usando el presente modelo se incluyen en la 
misma figura. Se puede observar que la primera onda está bien aproximada por las simulaciones. Sin embargo, la comparación con 
el resto del tren de ondas no es aceptable. La discrepancia entre el modelo numérico y el físico parece estar dada por las condiciones 
del flujo de aproximación y por una caracterización inadecuada de la pérdida de carga. Esta pérdida puede estar asociada en este 
caso a las ondas de choque y a la capa límite de los cajeros, por lo que la ecuación (20) no es completamente satisfactoria en este 
problema. Para probar de forma indirecta esta hipótesis se ha simulado la primera onda mediante la ecuación (18) para la onda 
solitaria (pérdida de carga nula), y, en la sección de inflexión de la rama descendente de la misma, se ha conectado una onda cnoidal 
determinada mediante la integración de la ecuación (17). La pendiente en la sección inicial de la onda cnoidal ha sido determinada 
de forma que la solución numérica pase cerca del punto experimental correspondiente al primer valle. Se puede observar en la 
Figura 9b que el perfil híbrido compuesto por dos soluciones de flujo potencial es sensiblemente más realista que la integración 
numérica completa. Este resultado es contradictorio dado que el resalto ondulatorio es un flujo claramente turbulento, y, a pesar 
de que la red de corriente no da distribuciones realistas de velocidad y presión, la predicción del perfil de la superficie libre es en 
este caso precisa, si se separa el problema en una onda solitaria y otra cnoidal. Este resultado indica que el conocimiento sobre el 
cálculo de pérdidas de carga en un resalto ondulatorio es aún insatisfactorio, dado el delicado y sensible balance energético a lo 
largo del mismo, en el cual influyen notablemente las condiciones del flujo de aproximación, que determinan el valor real de Ho, 
así la función usada para determinar Sf.
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Figura 9 | Simulaciones del perfil de la lámina de agua para resalto ondulatorio de Fo=1.366 y Ro=90,000 (a) Solución numérica, (b) Soluciones 
analíticas de flujo potencial. Comparación con medidas experimentales de Hager y Hutter (1984).
COnCLusIOnes
El resalto hidráulico ondulatorio es un fenómeno complejo, en el que las ondas de choque laterales, pérdidas de carga, 
condiciones del flujo de aproximación y la distribución no hidrostática de la presión, condicionan las características del mismo. 
Clasificar un resalto ondulatorio en función exclusivamente de Fo es cuestionable, dado que variaciones en las condiciones de 
aproximación, para ese mismo Fo, hacen que varíe Ho, y por tanto el patrón de las ondas, de forma considerable. Resulta deseable 
ampliar el conocimiento actual del patrón de flujo del resalto ondulatorio variando de forma sistemática todas la variables que 
condicionan el flujo de aproximación (Ro, Fo, capa límite, distribución de la velocidad y de la presión, turbulencia, etc...) mediante 
ensayos en modelo físico.
La integración aproximada de la ecuaciones del Reynolds da un modelo de segundo orden que es capaz de predecir de forma 
global el efecto de la distribución de la presión no hidrostática en el resalto hidráulico ondulatorio. Sin embargo, los resultados no 
son siempre satisfactorios, lo que sugiere que las condiciones del flujo de aproximación, ondas de choque y una estimación más 
rigurosa de la pérdida de carga son necesarias en un modelo matemático predictivo.
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